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O presente trabalho trata da análise de problemas da 
elasticidade tridimensional pelo método dos elementos de contor-
no, com a utilização da solução fundamental de Mindlin. 
Para tanto, uma formulação teórica e um programa de 
computador baseado nesta foram desenvolvidos. Por ter sido em 
pregada a solução fundamental proposta por Mindlin [1] para se-
mi-espaços infinitos, é obtida uma grande eficiência na solução 
de problemas desta natureza. Os resultados finais da análise são 
caracterizados pelos deslocamentos e forças de superfície dos 
pontos de contorno do corpo e deslocamentos e tensões de pontos 
internos do mesmo. 
Finalmente, alguns exemplos e conclusões são apresent~ 
dos. 
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This work deals with the analysis of three-
dimensional elasticity problems with the boundary element 
method using Mindlin's fundamental solution. 
Hence, a theoretical formulation anda computer 
program based on it were developed. Since Mindlin's 
fundamental. solution is for a half-space, a good effi 
ciency in the solution of that kind of problems is obtained. 
The final results of the analysis are displacements and 
tractions on the boundary of the body and displacements and 
stresses at internal points . 
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CAPÍTULO I 
INTRODUÇÃO 
A constante procura por métodos cada vez mais efici-
entes para a resolução de problemas de Engenharia, associada ao 
acelerado desenvolvimento tecnológico na área de computadores, 
tem proporcionado o aparecimento de vários métodos numéricos 
que se propõem a atingir este objetivo. Dentre estes métodos, 
um dos mais conhecidos é, sem dúvida, o método dos elementos fi 
nitos. Nos últimos anos, entretanto, um outro método, baseado 
em formulação teórica diversa, vem se apresentando como podero-
sa ferramenta para a solução de certos problemas dentro da En-
genharia. Este método, chamado de Método dos Elementos de Con-
torno, ou também menos comumente chamado de Método das Equações 
Integrais de Contorno, tem se mostrado bastante eficiente principalmente P_§_ 
ra a resolução de problemas de meios infinitos. Esta peculiari-
dade do método o torna, em certos casos, especialmente vantajo-
so em relação a outros métodos numéricos. 
Pela sua própria conceituação teórica, a solução fun-
damental de MINDLIN [1] tem características importantíssimas 
quando aplicada dentro do método dos elementos de contorno para 
a solução de problemas em semi-espaços infinitos. Ou seja, a 
condição da solução fundamental que obriga a nulidade das for-
ças de superfície no plano limitante do semi-espaço, propicia 
uma grande redução não só do esforço computacional como também 
daquele necessário ao preparo dos dados de entrada do programa. 
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Com base nisso, este trabalho foi desenvolvido de forma a se 
des-obter uma ferramenta eficiente para problemas 
ta natureza. 
Convém salientar também a característica do trabalho, 
elaborado como ponto inicial para, futuramente, ser desenvolvi-
do a partir deste um programa maior que englobe outras facilida 
des do método, tais como: 
utilização conjunta das soluções fundamentais pro-
postas por Kelvin e Mindlin, através do conceito de 
subregiões, possibilitando a analise de, por exem-
plo, problemas de interação solo-estrutura (incluin 
do solos estratificados), e; 
utilização do conceito de simetria, para a solução 
de problemas onde esta exista. 
A partir da visão geral apresentada, podemos verifi-
car a propriedade de se utilizar os conceitos, formulações e o 
programa aqui desenvolvido na solução dos seguintes casos prá-
ticos de Engenharia: 
. sapatas (fundações rasas); 
. barragens; 
. cálculo de recalques de apoio; 
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. comportamento de solos carregados; 
. determinação de bulbo de pressões e; 
problemas gerais da elasticidade tridimensional, 
principalmente em semi-espaços. 
Citaremos, agora, alguns outros trabalhos que tratam 
de temas afins ao desenvolvido neste estudo, para que se possa 
enquadrá-lo dentro de um contexto mais amplo. Semelhantemente 
ao que foi aqui elaborado para análise de problemas da elasticl 
dade tridimensional, TELLES e BREBBIA [2] em 1980, o fizeram p~ 
ra problemas de elasticidade bidimensional. Utilizaram eles a 
solução fundamental de MELAN [3] para tensões nos pontos inter-
nos e a estenderam para os deslocamentos. Nesta mesma época, 
NAKAGUMA [4] elaborou tese de doutoramento tratando de proble-
mas em três dimensões, só que como resultados finais obtinha a-
penas os deslocamentos nos pontos internos do corpo. Convém sa-
lientar que até então não haviam sido deduzidas, ainda, expres-
sões para as derivadas da solução fundamental de Mindlin. Pelo 
que sabemos, tais expressões foram apresentadas pela primeira 
vez por CAESTECKER, DHONDT e WYNENDAELE [5] em 1984. Estas fo-
ram por nós verificadas e utilizadas, sendo que um erro foi en 
centrado em uma das fórmulas e consequentemente corrigido. Ou-
tros trabalhos mais específicos poderiam ser citados, mas acre 
ditamos serem esses os que bem caracterizam a linha de pesqui-




II.1 - INTRODUÇÃO 
Não é objetivo deste trabalho o desenvolvimento de to 
da a formulação teórica do método dos elementos de contorno. Is 
to decorre do fato desta formulação estar suficientemente abor-
dada na bibliografia disponível sobre o assunto. Procuraremos 
aqui, tratar da formulação teórica específica do tema deste tra 
balho, de modo a tornar o texto extremamente objetivo e não dei 
xando assim que desenvolvimentos e citações repetitivos tornem 
sua leitura desagradável ou cansativa. 
II.2 - FORMULAÇÃO DAS EQUAÇÕES PARA PONTOS NO INTERIOR DO CORPO 
II.2.1 - A Notação Tensorial Cartesiana 
Neste trabalho a notação tensorial Cartesiana (nota-
ção indicial) será usada. Esta notação não é só eficiente para 
escrever expressões longas mas também para derivações e nas pro-
vas de teoremas. Tal notação utiliza índices subscritos (1, 2, 
3) para representar (x, y, z) e torna a utilização de símbolos 
de somatórios desnecessários quando a mesma letra subscrita ap~ 
rece duas vezes em um termo. Em três dimensões, temos, por exem 
plo: 
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2 2 2 
= ª1 + ª2 + 8 3 (II.1) 
e 
II.2.2 - Deslocamentos de Pontos no Interior do Corpo 
Começaremos nosso estudo a partir da bem conhecida e-
quação chamada de Identidade de Somigliana para deslocamentos 
[6], sendo que sua dedução formal pode ser encontrada em, por 
exemplo, BREBBIA, TELLES e WROBEL [7]. Esta equação pode seres 
crita da seguinte forma: 
onde 
* + f U , • ( f; , X ) b . ( X) díl (X) 
íl lJ · 1 
(II.2) 
r representa o contorno do corpo, 
íl representa o interior do corpo, 
u/xl,pj(x) representam deslocamentos e forças de superfí-
cie na direção j dos pontos x do contorno do 
corpo, 
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bj(x) representa a força de volume agindo na direção j, 
sendo que em nosso estudo será considerada nula, por 
simplificação, e 
* * uij(l;,x) ,Pi/i;,x) representam deslocamentos e forças de superfí-
* 
G 
Gu. kk + 
J ' - 2v 
* 
cie na direção j no ponto x correspondentes a 
uma força unitária agindo na direção i aplicada 
no ponto i; e' são soluções singulares da equação 
de Navier (chamadas soluções fundamentais) sa-
tisfazendo: 
uk,kj + n(i;,x)ej = O (II.3) 
onde e j é o vetor unitário na direção j, G é o módulo de elasticidade 
transversal e n(l;,x) representa a função delta de Oirac, tendo as seguintes 
propriedades: 
n(i;,x) = o 
n(i;,x) ="' 
se i; * x 
se i; = x 
J*g(x)n(l;,x)díl(x) = g(i;) 
íl 
II.2.3 - Soluções Fundamentais 
( II.4) 
* se i; E íl 
A partir da definição de solução fundamental introdu-
zida no item anterior, poderíamos falar aqui de diferentes so-
luções singulares da equação de Navier de acordo com o tipo de 
região e contorno envolvidos. Porém, visando maior objetivida-
de, trataremos apenas daquela proposta por Mindlin relativa a 
cargas concentradas agindo dentro de um semi-espaço infinito. 
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Neste caso a região de interesse é um meio semi-infi-
ni to com o plano limitante considerado como uma superfície descar 
regada. No nosso trabalho este plano foi suposto sempre como 
aquele em que x1 = O. O procedimento utilizado por Mindlin pode 
ser acompanhado em seu trabalho [1] onde se observa que a solu-
ção fundamental completa para um semi-espaço infinito pode ser 
obtida pela superposição de 18 núcleos de deformação derivados 
da solução de Kelvin para um meio infinito. 
As expressões propostas por Mindlin estão apresenta-
das no Apêndice A deste trabalho. Convém salientar que antes da 
utilização destas expressões efetuamos uma verificação analíti 
ca das mesmas, de modo a garantir estarem elas corretas. 
Outro grupo de expressões de fundamental importân-
eia no nosso trabalho, como será visto posteriormente, é o rela 
tiva às derivadas da solução fundamental de Mindlin para des-
locamentos e tensões e foi apresentado por CAESTECKER, DHONDT e 
WYNENDAELE [5]. Uma verificação numérica destas expressões foi 
executada e mostrou a necessidade da correção de uma das expre~ 
sões que continha um pequeno erro. Os procedimentos usados nes-
ta verificação estão explicitados no ítem referente à formula-
ção computacional. Todas essas expressões estão mostradas no A-
pêndice B. 
Cabe aqui uma discussão sobre a extrema vantagem da 
utilização da solução fundamental de Mindlin para problemas de 
semi-espaços. Como será visto quando do desenvolvimento da for-
mulação do método para a análise, será necessária a discretiza-
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ção do contorno do corpo a ser analisado. A condição de nulida-
de das forças de superfície no plano limitante do semi-espaço, 
que está embutida nesta solução fundamental, permite a não dis-
cretização da superfície efetivamente livre, ou seja, só preci-
sam ser discretizadas as regiões desta superfície onde os desl~ 
camentos são prescritos ou existem cargas aplicadas. Desta for-
ma tornam-se extremamente eficientes as análises de problemas 
desta natureza, reduzindo sobremaneira os esforços computacio-
nal e de preparo dos dados de entrada necessários. Mais adiante 
em nosso trabalho, quando do desenvolvimento efetivo do método, 
voltaremos a tratar desse assunto de forma a ficar bem clara a 
razão dessa propriedade. 
II.2.4 - Tensões nos Pontos do Interior do Corpo 
Partindo da equação (II.2), ou seja da identidade de 
Somigliana porém já considerando a nulidade de bj(x), temos: 
* = J u .. (F,;,x)p.(x)df(x) r lJ J 
* J p .. (f,;,x)u.(x)dr(x) (II.5) 
r lJ J 
Combinando a equação (II.5) com a equação dada pela teo-
ria da elasticidade: 
+G(u .. +u .. ) 
l , J J , 1 




onde À = 
1 - 2v 
e 
9 
ºij = se i = j 
o .. = O se i * j lJ 
9endo v o coeficiente de Poisson, 
temos: 
= J(Àoiju;k,S(~,x)pk(x) + 
r 
Sabemos, também, que: 
* p .. lJ 
* G(u.k .(~,x)pk(x) + 
l 'J 
(II.8) 
onde na representa os cossenos diretores da normal externa ao 
contorno do corpo e os elementos (~,x) e (x) foram omitidos por 
simplificação, assim como faremos adiante. 
Temos, então: 
* + G(u.k .pk + 
l 'J 
u->tk ;Pk) + 
J ' -
* * ÀoíjªSka,snauk - G(crika,jnauk * + ªJºk .n uk))dr a,1 a 
(II.9) 
Deve ser frisado que durante a conversão das equações 
(II.5), (II.6) e (II.8) na equação (II.9), somente a solução fundamental 
foi derivada, o que não foi feito com as normais ou as tensões 
1 O 
ou os deslocamentos do contorno. Em outras palavras, o que efe-
tivamente se faz em (II.6), quando se combinam as derivadas da e-
quação (II.5) com respeito às coordenadas de E;, é avaliar a varia 
ção do deslocamento ui na direção j para achar a tensão ºij" 
Desde que ui é calculado pela integração sobre o contorno do 
corpo (equação II.5)), podemos analisar os três termos relati-
vos à interferência desse contorno. É claro que para dois pon-
tos vizinhos no interior do corpo e um certo ponto no contorno, 
somente os valores da solução fundamental vão ser diferentes.As 
normais assim como os valores das forças de superfície e deslocamentos 
são idênticos. Isto explica porque somente a solução fundamental é 
derivada. 
Finalmente, de forma a inclusive facilitar a impleme~ 
tação numérica da equação (II.9), podemos transformá-la em: 
onde 
e 
0 ij = Jokijpkdr 
r 




Com a equação (II.11) e as expressões das derivadas da 
solução fundamental, apresentadas no Apêndice B, pode-se facil-
mente chegar às tensões dos pontos internos a partir dos deslo-
camentos e forças de superfície do contorno. 
Convém, ainda, salientar que a dedução das expressões 
acima foi baseada no trabalho de CAESTECKER, DHONDT 
ENDAELE [ 5]. 
11.3 - A EQUAÇÃO INTEGRAL NO CONTORNO 
e WYN-
É fácil notar que da forma como foi visto até agora 
as equações (II.5) e (II.10) não são suficientes para a obtenção de 
resultados, a menos que sejam conhecidos os deslocamentos e for 
ças de superfície no contorno. Desta forma, é imprescindível a 
análise da forma da equação (II.5) quando E; tende para o contorno. 
Primeiramente, visto que estamos utilizando a solu-
ção fundamental para semi-espaços infinitos, devemos reexaminar 
a equação (II.5) de modo a repassar uma importante simplificação 
na mesma. Se o corpo a ser estudado apresenta parte de seu contor-
no coincidente com a superfície do semi-espaço, a integral so-
* bre esta parte do contorno que envolve pij se anula em razão da 
condição de nulidade das forças de superfície embutida na solu-
ção fundamental. Desta forma, a equação (II.5) pode ser reescrita 




J p;j(~,x)uj(x)df(x) (II.12) 
f' 
onde r• representa a parte do contorno em que x1 > O. 
A equação (II.12) pode ser usada para pontos fonte loca-
lizados na superfície do semi-espaço r-r• sem maiores modifi-
cações. Isto ocorre porque, para essas condições de ponto fon-
te, a singularidade que ocorre na primeira integral do lado di-
reito da equação pode ser integrada no sentido usual. Ainda 
mais, se o problema a ser analisado satisfaz a condição de nu-
lidade de forças de superfície (pj(x) = O) sobre parte de r-r•, 
esta singularidade fraca é também removida, permitindo que pon-
tos fonte nessa parte do contorno sejam considerados como pon-
tos internos. 
As expressões da solução fundamental de Mindlin po-
dem, como é feito na maioria dos casos, ser divididas em duas 
partes. A primeira seria aquela relativa à solução fundamental 
de Kelvin e uma outra parte, comumente referida como expressões 
complementares. Devido à natureza não singular das expressões 
complementares a utilização da equação ( II .12) para pontos fonte 
localizados no contorno r• cria exatamente as mesmas singulari-
dades obtidas para a formulação de Kelvin. Desta forma, fazendo 
uso dos mesmos procedimentos usados na implementação do método 
dos elementos de contorno com a solução fundamental de Kelvin 
(ver, por exemplo, BREBBIA, TELLES e WROBEL [7]), podemos che-
gar facilmente à equação: 
1 3 
êij(~)uj(~) + J p:jc~.x)uj(x)dr(x) = Juijc~.x)pj(x)dr(x) 
r• r (II.13) 
na qual a integral do lado esquerdo deve ser interpretada no 
sentido do valor principal de Cauchy e a expressão 
responde apenas a parte da solução fundamental relativa a 
vin. Desta forma, tem-se que cij = ºij/2 para superfícies 





outras referências [8,9] (no caso específico do nosso estudo, 
por adotarmos elementos planos, teremos sempre superfícies sua-
ves). 
No caso especial quando a carga está localizada na in 
terseção do contorno r• e o plano limite do semi-espaço também 
pode ser empregada a expressão. (II.13). Entretanto, neste caso re-
lações de limites são envolvidas resultando em uma expressão diferen 
te para cij. Esta exceção não cria nenhuma dificuldade adicio-
nal e a expressão correta para cij pode ser obtida pela aplica-
ção de equação (II.13) para representar movimentos de corpo rígido. 
Concluindo, então, a equação (II. 13) pode ser qualifica-
da como representante da equaç8o (II.12) para qualquer ponto fonte 
do contorno se cij = ºij quando se referir à parte do contorno 
r-r'. 
Dentre as diferentes aplicações das equações obtidas, 
problemas referentes a semi-espaços infinitos, tendo ou não ca-
vidades finitas, podem ser analisados sem requerer nenhuma in-
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tegração no contorno infinito, garantindo-se que as mesmas con-
dições de regularidade para a implementação análoga da solução 
de Kelvin são satisfeitas no infinito (ver, por exemplo, TELLES 
[10]). 
Neste ponto é adequado voltarmos à discussão sobre a 
grande vantagem da utilização da solução fundamental de Mindlin 
para a resolução de problemas de semi-espaço. Analisando as e-
quações (I1.12)e (II.13) podemos notar que apenas uma das integrais 
é efetuada sobre todo o contorno r, sendo a outra efetuada so-
bre r' . É ela 
Ju;jc~,x)pj(x)dr(x) 
r 
Ora, se pare partes do contorno pertencentes a r-r• 
tivermos forças de superfície nulas, ou seja, pj(x) = O,os 
elementos relativos a essas partes não influirão nos resultados. 
Dessa forma se explica não ser necessário a discretização dessa 
região, como já foi dito várias vezes anteriormente. 
II.4 - IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 
O objetivo deste ítem é descrever sucintamente os pr~ 
cedimentos numéricos gerais para a solução de problemas, pelo 
método dos elementos de contorno. 
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Reescrevendo a equação integral no contorno obtida do 
ítem II.2.5, temos: 
cij(s)uj(s) + J p:j(s,xluj(x)df(x) = Ju;j(s,x)pj(x)df(x) 
r• r (II.13) 
Ao invés de tentar soluções fechadas para a equação 
(11.13), o que é difícil e somente alcançável para gemometrias e 
condições de contorno bem simples, o método dos elementos de 
contorno utiliza uma abordagem numérica. Os pontos básicos des~ 
se procedimento estão resumidos abaixo, sendo que a forma como 
foram aplicados em nosso trabalho será descrita no Capítulo III 
- IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL: 
a) O contorno ré discretizado numa série de elementos sobre os 
quais deslocamentos e forças de superfície são interpolados en-
tre os pontos nodais do elemento. 
b) A equação (11.13) é aplicada na forma discretizada para cada 
ponto nodal s do contorno r e as integrais são computadas (ge-
ralmente de forma numérica) sobre cada elemento. Um sistema de 
equações algébricas lineares envolvendo todos os deslocamentos 
e forças de superfície nodais é então obtido. 
c) As condições de contorno são impostas e consequentemente v~ 
lares nodais (deslocamento ou força de superfície em cada dire-
ção por nó) são prescritos. Desta forma o sistema de equações 
pode ser resolvido por métodos normais para se obter os resulta 
dos restantes no contorno. 
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d) Pelo uso das equações (II .5), (II. 10) e (II. 11). pode-se então calc_l:I_ 
lar, também utilizando integrais numéricas, os deslocamentos e 
tensões nos pontos internos. 
A partir dos procedimentos acima e da utilização das 
funções de interpolação como mostrado em [7], podemos. escrever 
a equação (II .13) na forma matricial como abaixo, 
c u + 
= I * !e:! 2 df (11.14) 
r 
Esta formulação é válida para um ponto fonte no con-
* * torno. Deve ser notado que as matrizes Q eu são conhecidas 
(representam as componentes da solução fundamental nas direções 
consideradas) e f pode ser obtida analiticamente ou pelas condições 
de deslocamentos de corpo rígido. As incógnitas são então !e:! e Q ( deslocame_!2 
tos e forças de superfície) no contorno. 
Assumindo ser o contorno subdividido em elementos, p~ 
de-se ter, então, elementos constantes, lineares, quadráticos 
ou de ordem superior e os mesmos podem ser triangulares ou qua-
driláteros, Uma visão mais geral dessa subdivisão e suas conse-
quências pode ser obtida em [7]. No nosso trabalho, tendo sido 
utilizados elementos triangulares constante~ concentraremos nos 
sa dedução nesse caso. 
Os valores deu e Q sobre cada elemento são aproxima-





Uma visão melhor desses elementos e nós pode ser ob 





FIG.t- CORPO TRIDIMENSIONAL DIVIDIDO EM ELEMENTOS CONSTANTES 
Podemos, ago:ra, substituir (II.15) em (II .14) e obter: 
N 
f~k + l <J Q*dr)~k 
j = 1 r j 
(II. 16) 
onde o somat&rio de j = 1 a N indica a soma sobre todos os N e-
lementos no contorno e rj é a superfície do elemento j. 
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As integrais da equação (II.16) são geralmente resolvi-
das numericamente e os pontos da superfície rj são expressos em 
termos de um sistema de coordenadas locais homogêneo, com asco 
ordenadas 1t 1 e 1t 2 . Então 
dr = (valor absoluto de IGI) d1t 1 d1t 2 
Desta forma, a equação (II.16) fica: 
N L 
f~k + l ( l 
j=1 1=1 
N L 




onde IGI é o Jacobiano para a transformação tridimensional e 
wt são os pesos da integração numérica. Os procedimentos usados 
em nosso trabalho será mais detalhado no Capítulo III - IMPLE-
MENTAÇÃO COMPUTACIONAL. 
Escrevendo, então, a equação (II. 18) na forma matricial 
para todos os nós da estrutura, temos: 
19 
(II.19) 
onde hij e gij são submatrizes 3x3 que representam a interação 
entre o nó i e todos os outros nós do contorno do corpo. Para 
elementos constantes, somente o elemento j vai contribuir pa-
ra os termos de h .. e g ... Note-se também que as 
lj lj 
submatrizes 
hii da diagonal são: 
= (11.20) 
Por fim, a equação (II.19) pode ser representada como: 
HU = fE (11.20) 
Devemos, agora, aplicar as condições de contorno que 
podem ser de dois tipos: 
( i) ui = 
-
ui em r1 e 
(II.22) 
(ii) pi = 
-
pi em r2 
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Desta forma obtemos, após a reordenação do sistema de 
equações (II.21), um sistema final a ser resolvido da forma: 
AX = F (II.23) 
onde o vetor X inclui deslocamentos e forças de superfície des-
conhecidos. Após a resolução do sistema, podemos com o uso das 
equações (II.5), (II.10) e (II.11) obter deslocamentos e tensões em pon-




III.1 - INTRODUÇÃO 
Após termos desenvolvido a formulação teórica do mé-
todo dos elementos de contorno de forma bastante específica pa-
ra o nosso caso, temos a intenção de, neste capítulo, mostrar 
os procedimentos usados quando da elaboração do programa de co~ 
putador baseado nessa formulação. Não é, entretanto, nosso obj~ 
tivo a abordagem de todas as partes do programa, mas sim daque-
las que tenham efetiva importância para o entendimento do fun-
cionamento do mesmo. 
III.2 - A VERIFICAÇÃO DAS DERIVADAS DA SOLUÇÃO FUNDAMENTAL 
DE MINDLIN 
No início do desenvolvimento deste trabalho, quando 
da decisão sobre a utilização das expressões das derivadas da 
solução fundamental de Mindlin, ficou clara a necessidade de se 
executar uma verificação dessas expressões. Desta forma, elimi-
naríamos a possibilidade de um erro nessas expressões afetar 
mais tarde os resultados para tensões nos pontos internos. 
Dois procedimentos eram possíveis, ou seja, a verifi-
cação poderia ser analítica ou numérica. Por acharmos que a ver i fi 
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cação numérica seria mais rápida e segura, visto que pelo fato 
de a verificação analítica ser bastante laboriosa e podermos nós mes 
mos incorrer em erros, optamos pela numérica. 
Para tanto, elaboramos uma sub-rotina para o cálculo 
das expressões da solução fundamental de Mindlin (já tendo sido 
verificada a correção da programação) e das suas de 
rivadas. Um pequeno programa de computador foi então implement~ 
do para comparar os resultados das expressões das derivadas com 
aqueles calculados por processo numérico. 
A análise dos resultados obtidos mostraram, então,uma 
* discordância nos resultados da expressão relativa a u31 ,i apre-
sentada em [5]. Desta forma pudemos comprovar, por comparação 
com outras fórmulas lá apresentadas, a existência de um· erro 
nesta expressão. 
III.3 - CARACTERÍSTICAS GERAIS DO PROGRAMA DE COMPUTADOR 
Optamos pela elaboração de um programa bastante subdl 
vidido e, portanto, com a utilização de uma sub-rotina para a 
execução de cada passo do procedimento geral. 
No programa principal, fizemos uso de um vetor geral 
para armazenamento de dados, tornando, assim, mais eficiente a 
alocação de memória. A partir da definição dos apontadores para 
esse vetor, passamos para a execução dos procedimentos efetivos 
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do método dos elementos de contorno já vistos anteriormente, ou 
seja: 
a) entrada de dados; com a leitura das coordenadas dos vértices 
dos elementos, incidências, condições de contorno e valores de 
constantes físicas; 
b) montagem das matrizes~ e Q; uma sub-rotina para cálculo das 
submatrizes diagonais e outra para aquelas fora da diagonal; 
c) reorganização do sistema de equações, pela consideração das 
condições de contorno; 
d) resolução do sistema de equações, e consequente obtenção dos 
resultados no contorno; 
e) cálculo de resultados nos pontos internos; 
f) impressão dos resultados. 
Mais adiante apresentaremos o manual de utilização do 
programa e no Apêndice D pode ser encontrada uma listagem refe-
rente a uma análise efetuada pelo programa, a título de ilustração. 
III.4 - O TIPO DE ELEMENTO UTILIZADO 
O elemento triangular constante, aquele em que ao lo~ 
godo mesmo os deslocamentos e forças de superfície são conside 
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rados constantes e iguais aos valores do nó central, tem como 
principais características a simplicidade e facilidade de impl~ 
mentação. Por isso mesmo, escolhemos tal elemento para nossoprQ 
grama, visto que apesar de sua simplicidade, consegue (com um 
bom processo de discretização) bons resultados na análise de 
grande parte dos problemas encontrados. Principalmente aqueles 
relacionados com semi-espaços infinitos. Uma visualização des-
ses elementos foi apresentada na figura 1. 
III.5 - O PROCESSO DE INTEGRAÇÃO NUMÉRICA 
O processo numérico de integração sobre os elementos 
que foi utilizado no programa foi elaborado por HAMMER, MARLOWE 
e STROUD [11]. Foram adotados 13 pontos de integração por ele-
mento, sendo que as coordenadas locais dos pontos e seus respe~ 
tivos pesos foram obtidos em [12]. Convém frisar, entretanto 
que, tanto em [7] quanto em [12], existe um erro na tabela de 
pesos wt. Nessas 
plicados por 2. 
tabelas os valores de wt estão multi-
Na forma atual do programa esse nõmero de pontos de 
integração está fixado em 13 para qualquer distância entre o 
ponto fonte e o elemento em questão. Isto se dá por questão de 
simplicidade. Deve ser citado aqui, entretanto, a enorme econo-
mia de esforço computacional que pode ser obtida pela utiliza-
ção em problemas de grande porte do conceito de integração sel~ 
tiva. Esta integração seletiva nada mais é do que a utilização 
de um nõmero de pontos de integração variável. Dependendo da 
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relação entre a distância do ponto fonte ao elemento e a área 
deste elemento, pode-se variar o número de pontos de integração 
utilizado sem que se altere de forma perceptível os resultados 
obtidos. De uma forma simplista pode-se dizer que quanto maior 
aquela relação menor o número de pontos requeridos. 
III.6 - OBTENÇÃO 005 VALORES DAS SUBMATRIZES DIAGONAIS DE H E@ 
Devido às singularidades que ocorrem quando o ponto 
fonte se encontra no próprio elemento a ser integrado, a utili-
zação do processo de integração numérica apresentado no ítem an 
terior não pode ser feita diretamente. Duas possioilidades se 
apresentam, então: 
a) utilização de integração analítica nesses casos; 
b) subdivisão do elemento em vários outros de forma a se elimi-
nar as dificuldades causadas pelas singularidades e, pela integração numé-
rica normal sobre esses elementos auxiliares, se obter um resultado bem pr.'.: 
ciso. 
No nosso caso, optamos pela segunda alternativa. Ini-
cialmente, da forma como foi proposta por NAKAGUMA [4], ou se-
ja, com a subdivisão do elemento em outros nove auxiliares. Pos 
teriormente, com o objetivo de testar a convergência dos resul-
tados quando de uma maior discretização, subdividimos o elemen-
to em outros vinte e sete auxiliares. Pudemos, assim, comprovar 
a convergência esperada no cálculo das submatrizes. Convém, en-
tretanto, frisar que nos resultados finais obtidos pelo progra-
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ma não foi notada uma diferença significativa quando da utiliz~ 
ção de uma ou outra subdivisão. O programa existe hoje em duas 
versões, cabendo ao usuário a escolha de qual usar. Para tornar 
mais fácil o entendimento dessas subdivisões, apresentamos abai 
xo uma figura ilustrativa desse procedimento. 
FIG. 2 - SUBDIVISÃO DO ELEMENTO EM 9 OU 27 ELEMENTOS AUXILIARES PARA CÁLCULO 
DAS SUBMATRIZES h e g DIAGONAIS - -
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CAPÍTULO IV 
MANUAL DE UTILIZAÇÃO DO PROGRAMA 
IV.1 - INTRODUÇÃO 
Apresentamos, a seguir, o manual de utilização do prQ 
grama, ao qual demos o nome de BOUNOARY. Escrito em linguagem 
FORTRAN V, de forma bastante simples e clara, esse programa tem 
a característica de ser facilmente implantado na maioria dos 
sistemas computacionais. 
IV.2 - ENTRADA DE DADOS 
Registro 1 
- tipo de dado: dados gerais da análise 
- formato: 3110 
- variáveis: NNOC - número de vértices de elementos 
NNCO - número de elementos de contorno 





- tipo de dado: título do problema 
- formato: 17A4 
- variáveis: TIT(I), I = 1,17 
Obs: Este título que poderá conter 68 caracteres será impresso 
no topo da primeira página da listagem de saída do programa. 
Registro 3 
- tipo de dado: constantes físicas do material 
- formato: 2F10.0 
- variáveis: EG - módulo de elasticidade transversal 
XNU - coeficiente de Poisson 
Registro 4 
- tipo de dado: coordenadas dos vértices dos elementos 
- formato: 110, 3F10.0 
variáveis: I - número do vértice 
CX(I) - coordenada X do vértice 
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CY(I) - coordenada Y do vértice 
CZ(I) - coordenada Z do vértice 
Obs: Haverão NNOC registros 4. 
A coordenada X no nosso programa é sempre considerada como 
sendo perpendicular ao plano limite do semi-espaço e tendo 
seu valor nulo nesse plano. As outras duas coordenadas de-
vem apenas respeitar a regra da mão direita. 
Os vários registros deverão estar posicionados de forma a 
que os números dos vértices fiquem em ordem crescente. 
Registro 5 
- tipo de dado: coordenadas dos pontos internos 
- formato: I10, 3F10.0 
- variáveis: I - número do ponto 
X(I) - coordenada X do ponto 
Y(I) - coordenada Y do ponto 
Z(I) - coordenada Z do ponto 
Obs: Haverão NNIN registros 5 
Valem aqui também as duas últimas observações efetuadas p~ 
ra o registro 4. 
Registro 6 
- tipo de dado: incidências dos elementos 
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- formato: 4I10 
- variáveis: I - número do elemento 
INCID(I,1) - primeiro vértice do elemento 
INCID(I,2) - segundo vértice do elemento 
INCID(I,3) - terceiro vértice do elemento 
Obs: Haverão NNCO registros 6 
Os vários registros devem estar posicionados de forma a 
que os números dos elementos fiquem em ordem crescente. 
Obs. Import. A ordem dos vértices dos elementos é de fundamen-
tal importância para a análise. Ou seja, os eleme~ 
tos devem ser definidos de forma a que, pela regra 
da mão direita, se obtenha uma normal externa ao 
corpo. É válido salientar que, a partir de uma de-
finição errada da incidência, podemos analisar um 
problema de cavidade ao invés de um corpo fechado, 
por exemplo. 
Registro 7 
- tipo de dado: condições de contorno 
- formato: I10, 3(I10, F10.0) 
- variáveis: I - número do elemento 
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ICOO(I,1) - tipo de restrição no contorno na dire-
ção X. 
PRESC(I,1) - valor prescrito para a direção x. 
ICOO(I,2) - idem para direção y 
PRESC(I,2) - idem para a direção y 
ICOD(I,3) - idem para a direção z 
PRESC(I,3) - idem para direção z. 
Obs: Haverão NNCO registros 7 
Os vários registros devem estar posicionados de forma a 
que os números dos elementos fiquem em ordem crescente. 
Se ICOD = O, o deslocamento é prescrito. 
Se ICOD = 1, a força de superfície é prescrita. 
No apêndice e, encontram-se apresentados os dados de 
entrada relativos à listagem do Apêndice D, com a intenção de 
exemplificar o exposto acima. 
IV.3 - LISTAGEM DE SAIDA DO PROGRAMA 
Este ítem tem por objetivo descrever a listagem de s~ 
ída do programa, de modo a fornecer ao usuário condições de in-
terpretação da mesma. 
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Inicialmente é impresso um cabeçalho com o nome do 
programa, o tipo de problema que se dispõe a resolver, local e 
data de elaboração e nome do autor. No topo da página seguinte, 
a primeira referente à análise em questão, é impresso o título 
fornecido pelo usuário. Nesta mesma página são impressos, ainda, 
número de vértices, elementos e pontos internos e as constantes 
físicas do material. Nas páginas seguintes são apresentados os dados 
interpretados relativos às coordenadas dos vértices dos elementos 
incidências dos elementos e condições de contorno. 
A partir desse ponto, começam a ser impressos os re-
sultados do problema, quais sejam: 
a) número do elemento, coordenadas dos nós e seus deslocamentos; 
b) idem para as forças de superfície 
c) número e coordenadas dos pontos internos e seus deslocamen-
tos 
d) número dos pontos internos e tensões nesses pontos. 
Como já foi dito anteriormente uma listagem relativa 




V.1 - INTRODUÇÃO 
Conforme foi dito no Capítulo I deste trabalho, o es-
tudo aqui desenvolvido, tendo como produto final o programa de 
computador por nós chamado de BOUNDARY, é extremamente eficien-
te quando aplicado na resolução de vários problemas de Engenha-
ria. Oe modo a se testar sua eficiência, e a precisão dos resul 
tados obtidos, vários exemplos foram analisados. Dentre estes, se-
lecionamos os mais expressivos para apresentar neste capítulo 
onde são também avaliados os resultados do programa. 
V.2 - ANÁLISE OE UM CUBO COMPRIMIDO POR DUAS FACES OPOSTAS 
V.2.1 - Introdução 
O objetivo deste exemplo é o de mostrar que a formul~ 
ção aqui desenvolvida, com a utilização da solução fundamental 
de Mindlin, funciona bem para problemas onde não é caracteriza-
da uma superfície livre. Ou seja, nestes casos a utilização da 
formulação com a solução fundamental de Kelvin tornaria a reso-
lução apenas mais rápida. 
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V.2.2 - Apresentação do Problema 
o exemplo rodado consiste de um cubo de 2.0 m de la-
do, com sua face superior na coordenada x1 = 4.0 m (dentro do 
semi-espaço), onde, foi aplicada uma carga uniforme na direção 
2 x1 de 100.kN/m . Na face inferior, foram restringidos os deslo-
camentos nesta mesma direção. Foram restringidos, ainda, deslo-
camentos nas direções x2 e x3 de modo a se evitar movimentos de 
corpo rígido. Foi tomado cuidado quando da efetivação dessasre~ 
trições de modo a que com elas não fossem introduzidas tensões 
não desejáveis. As constantes do material usado foram G = 1000 
2 kN/m e v = 0.3. Foram utilizados 48 elementos de contorno na 
discretização do corpo, conforme a figura abaixo. 
FIG.3o- MODELAGEM DO PROBLEMA-VÉRTICES DOS ELEMENTOS 
PERSPECTIVA 
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FIG. 3b- FACES DO CUBO VISTAS DE FORA 
Na figura 3b está apresentada a numeração dos vértices dos ele-
mentos e dos nós dos mesmos, que estão contidos nos círculos. 
V.2.3 - Análise dos Resultados 
Os resultados analíticos para esse problema são apre-
sentados, por exemplo, em [13] e foram comparados com os obti-
dos pelo programa nas tabelas a seguir. Por questão 





TABELA 1 - REAÇÕES DE APOIO 
Nó Resultado Analítico Resultado do Programa 
9 - 100.00 - 100.38 
1 O - 100.00 99.86 
1 1 - 100.00 99.86 
12 - 100.00 - 100.38 
13 - 100.00 99 .. ,70 
14 - 100.00 - 100.29 
15 - 100.00 - 100.29 
16 - 100.00 99.70 
TABELA 2 - DESLOCAMENTO NA DIREÇAO X DOS NÓS DO CONTORNO 
Nó Resultado Analítico Resultado do Programa 
0.0769 0.0776 
3 0.0769 0.0776 
5 0.0769 0.0778 
7 0.0769 0.0777 
23 0.0641 0.0648 
22 0.0513 0.0504 
34 0.0256 0.0269 
43 0.0128 0.0132 
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TABELA 3 - DESLOCAMENTO NA DIREÇÃO Y 005 NÔS DO CONTORNO 
Nó Resultado Analítico Resultado do Programa 
25 0.0231 0.0249 
27 0.0231 0.0251 
29 0.0231 0.0244 
31 0.0231 0.0251 
21 0.0038 0.0034 
23 0.0077 0,0082 
16 0.0154 0.0154 
38 0.0192 0.0216 
TABELA 4 - DESLOCAMENTO NA DIREÇÃO Z 005 NÔS 00 CONTORNO 
Nó Resultado Analítico Resultado do Programa 
33 0.0231 0.0249 
36 0.0231 0.0251 
34 0.0231 0.0244 
40 0.0231 0.0251 
42 0.0038 0.0034 
48 0.0077 0.0082 
13 0.0154 0.0154 

































TABELA 6 - DESLOCAMENTO DOS PONTOS INTERNOS 
Deslocamento X Deslocamento y Deslocamento z 
Res.An. Res.Pr. Res.An. Res.Pr. Res.An. Res.Pr. 
0.0385 0.0388 0.0116 0.0124 O .0116 0.0124 
0.0385 0.0389 0.0173 0.0182 0.0173 0.0182 
0.0385 0.0388 0.0173 0.0182 0.0058 0.0066 
0.0385 0.0388 0.0058 0.0066 0.0173 0.0182 
0.0385 0.0388 0.0058 0.0066 0.0058 0.0066 
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Considerando-se a utilização de elementos constantes 
e a discretização utilizada, os resultados obtidos podem ser 
qualificados como bem precisos, do ponto de vista de Engenharia. 
V.3 - ANÃLISE DE UM CUBO TRACIONADO POR DUAS FACES OPOSTAS TEN 
DO UMA TERCEIRA FACE NA SUPERFÍCIE LIVRE 
V.3.1 - Introdução 
O objetivo deste exemplo é o de caracterizar a grande 
vantagem da utilização da formulação usada neste trabalho para 
problemas em que uma superfície não carregada do corpo em aná-
lise coincide com o plano limitante do semi-espaço. 
V.3.2 - Apresentação do Problema 
O corpo utilizado nesta análise é exatamente o mesmo 
cubo do exemplo anterior, sendo que, neste caso, a face supe-
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rior do cubo está na coordenada x1=D. Além disso, para que e~ 
ta face ficasse descarregada, aplicamos agora uma força de tra-
ção na direção x2 . As constantes de material utilizadas foram 
as mesmas e os mesmos cuidados quando da imposição das restri-
ções aos deslocamentos de corpo rígido foram tomados. 
Para alcançar o objetivo deste exemplo, foi analisado 
também um outro cubo cuja única diferença consistiu na não dis-
cretização da face superior. Desta forma, diminuímos para 40 o 
nQ de elementos de contorno, conseguindo razoável economia de 
esforço computacional. 
V.3.3 - Análise dos Resultados 
A comparação dos resultados obtidos pelo programa com 
os analíticos, apesar de ter sido efetuada, não será aqui apre-
sentada por ser mera repetição daquela feita no primeiro exem-
plo. O que vale apenas ressaltar é a obtenção de igualdade, em 
todos os algarismos significativos impressos, entre os resulta-
dos das soluções com e sem discretização da face superior. Fato 
este já esperado e, confirmando o que foi exposto quando do de-
senvolvimento da formulação teórica. 
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V.4 - ANÁLISE DE UM SEMI-ESPAÇO SUBMETIDO A UM CARREGAMENTO UNI 
FORME SOBRE UMA .ÁREA RETANGULAR NA SUPERFÍCIE 
V.4.1 - Introdução 
Este exemplo visa mostrar a aplicabilidade do método 
dentro de problemas mais reais de Engenharia. Pela natureza do 
problema escolhido ser aquela para a qual citamos ser a formul~ 
ção proposta bastante adequada (semi-espaços infinitos), poderá 
ser avaliada aqui toda a facilidade e eficiência da aplicação 
do método. Em outras palavras, com poucos elementos para adis-
cretização do corpo, necessitando, desta forma, não só um pequeno es-
forço computacional como também para preparação dos dados de 
entrada, poder-se-á obter resultados bastante precisos em todos 
os pontos de ''contorno'' e para tantos pontos internos 
se queira. 
quantos 
V.4.2 - Apresentação do Problema 
Para a análise deste caso, foi apenas discretizadacom 
elementos de contorno a área carregada. Foram utilizados 32 e-
lementos de contorno, tendo sido prescritas forças 
valor de 1000. kN/m 2 . Nenhum deslocamento 
na direção 
precisou ser 
prescrito, visto que a formulação empregada se encarrega de 
prescrevê-los no ''infinito•. As constantes do material utiliza-
do foram G=100.000 kN/m 2 e V=0.3. 
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A figura abaixo, mostra a modelagem do problema, sen-
do que uma listagem com os dados de entrada deste exemplo enco~ 
tra-se no Apêndice C e uma listagem com a saída do programa po-










FIG. 4a - MODELAGEM DO PROBLEMA- PONTOS INTERNOS- PERSPECTIVA 
7.!5 m 7. em 7.Dm 7.'5 m 














FIG. 4b- MODELAGEM DO PROBLEMA- ELEMENTOS DE CONTORNO 
VISTA SUPERIOR 
43 
Os resultados analíticos para este problema podem ser 
encontrados em POULOS e DAVIS [14]. 
V.4.3 - Análise dos Resultados 
Apresentamos nas tabelas abaixo a comparação entre os 
resultados obtidos pelo programa e os analíticos obtidos de [14] 
TABELA 1 - DESLOCAMENTO NA DIREÇÃO x 1 DOS NÓS DO CONTORNO 
NÓ Resultado Analítico Resultado do Ptdgrama 
0.0661 0.0657 
4 0.0853 0.0850 
10 0.0848 0.0844 
12 0.0940 0.0936 
14 0.0í)24 0.0920 
18 0.0833 0.0831 
28 0.0793 0.0785 
32 0.0661 0.0657 
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TABELA 2 - DESLOCAMENTO NA DIREÇÃO x1 DOS PONTOS INTERNOS, 
SITUADOS SOB UM VÉRTICE DO RETÂNGULO 
Ponto Resultado Analítico Resultado do Programa 
1(x
1
=6.0) 0.04401 0.04403 











TABELA 3 - TENSÕES NORMAIS NOS PONTOS INTERNOS 
Ponto Resultado Analítico Resultado do Programa 
ªxx a a ªxx a a yy zz yy zz 
-247.0 -129.8 -127.6 -246.9 -130.3 -127.8 
2 -231 . O - 83.6 - 66.6 -230.9 - 83.3 - 66.9 
3 -218.0 - 64.8 - 46.8 -218.2 - 65.0 - 46.7 
4 -204.0 - 50.2 - 31. 8 -203.7 - 50.2 - 32. 1 
5 -173.0 - 28.6 - 14.2 -173.4 - 29.0 - 14.2 
6 -145.0 - 16.0 5.4 -145. 1 - 16.3 5.4 
Obs: Os iesultados analíticos foram obtidos pelas fórmulas 
(3.19) de [14]. 
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TABELA 4 - TENSÕES CISALHANTES NOS PONTOS INTERNOS 
Ponto Resultado Analítico Resultado do Programa 
o 0 xz ~ 0 xz 2.1.._ 
149. 1 -145.3 149. 1 -145.3 
2 124.9 -114.5 124.9 -114.5 
3 11 1 . O - 98.3 111 . O - 98.3 
4 97.4 - 83.5 97.4 - 83.5 
5 73.2 - 59.2 73.2 - 59.2 
6 54.4 - 42. 1 54.4 - 42. 1 
Obs: Os resultados analíticos foram obtidos pelas fórmulas 
(3.18) de [14]. A tensão ºyz não pode ser comparada, neste 
caso, por existir erro na fórmula a ela refetente em [14], 
porém em outros casos não apresentados aqui essas tensões 
foram verificadas. 
Os resultados acima confirmam a grande precisão do 
programa. 
V.5 - ANÁLISE DE UM SEMI-ESPAÇO SUBMETIDO A UM CARREGAMENTO UNI 
FORME SOBRE UMA ÁREA CIRCULAR NA SUPERFÍCIE 
V.5.1 - Introdução 
Este exemplo é uma variação daquele apresentado no 
ítem V.4 deste capítulo. A diferença se caracteriza apenas pela 
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forma da área carregada, que aqui é circular. 
V.5.2 - Apresentação do Problema 
Neste caso, a área circular carregada foi discretiza-
da com 32 elementos de contorno, tendo sido prescritas as for-
ças na direção x1com valor de 1000.kN/m
2 As constantes do ma-
terial utilizado foram G=100.000 kN/m 2 e v=0.4. A figura abai-
xo mostra a modelagem utilizada, onde a área circular foi apro-
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FIG. 5 b- MODELAGEM DO PROBLEMA- ELEMENTOS DE CONTORNO-VISTA SUPERIOR 
Os resultados analíticos para este problema podem ser 
encontrados em POULOS e DAVIS [14]. 
V.5.3 - Análise dos Resultados 
Apresentamos nas tabelas a seguir a comparação dos 
resultados obtidos pelo programa com os analíticos calculados 
de acordo com [14]. 
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Obs: Devido à simetria do problema estes três nós caracterizam 
todo o contorno. 













TABELA 3 - DESLOCAMENTOS NA DIREÇÃO x 1 DOS PONTOS INTERNOS SITU 
ADOS SOB O CENTRO DA ÁREA CIRCULAR 
Ponto Resultado Analítico Resultado do Programa 
1 (x
1
=2,) 0.05723 0.05645 
2(x 1=3.) 
0.05533 0.05455 







O. 04617 0.04537 
7(x
1





TABELA 4 - TENSÕES NORMAIS NOS PONTOS INTERNOS SITUADOS SOB O 






















































Apesar da grande concordância entre os resultados, 
deve ser frisado o fato de os resultados obtidos pelo programa 
terem sido, quase sempre, menores que os analíticos. Isto se 
explica pelo fato do hexadecágono, usado como aproximação para 
a área circular, estar inscrito na mesma, ou seja, com área me-
nor do que a real. E mais, a diferença entre os resultados nos 
pontos internos se torna maior, percentualmente, a medida em 
que o ponto se situa a uma profundidade maior, sofrendo assim 




Primeiramente, devemos salientar o motivo que nos 
levou a abordar o tema deste estudo. Existia a necessidade de 
se desenvolver um procedimento para o tratamento eficiente de 
problemas da elasticidade tridimensional quando o corpo em que~ 
tão é um semi-espaço infinito, visto que, até o momento, apenas 
os deslocamentos dos pontos internos eram obtidos através do 
trabalho de NAKAGUMA [4]. Decidimos, seguindo a filosofia do 
que foi feito por TELLES e BREBBIA [2] para a elasticidade bi-
dimensional, desenvolver o procedimento que nos levou à elabora 
ção do programa BOUNOARY. 
Nosso trabalho apresenta, então, a formulação com-
pleta para a solução com elementos de contorno de problemas de 
semi-espaços, com a utilização da solução fundamental de Min-
dlin. É evidente que o procedimento proposto é muito mais efici 
ente do que a discretização de semi-espaços usando elementos fl 
nitos tendendo ao infinito, ou mesmo elementos de contorno com 
a solução fundamental de Kelvin, que implicaria na definição de 
um contorno fechado. 
Queremos frisar a grande economia que pode ser ob-
tida em projetos de Engenharia que envolvam problemas deste ti-
po, devido a grande diminuição de esforço computacional propor-
cionada pelos procedimentos desenvolvidos. Vale lembrar que ho-
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je em dia os gastos computacionais estão adquirindo fundamental 
importância dentro da composição final de custos de projetos. E-
xemplos de problemas de Engenharia que podem ser abordados de 
forma bastante eficiente estão apresentados no Capítulo I. 
O trabalho aqui desenvolvido deve, entretanto, ser 
considerado como ponto de partida para novas implementações que 
podem tornar as análises ainda mais eficientes. Facilmente po-
. 
dem ser feitas implementações mais simples, como a da considera-
ção de simetrias do corpo a ser analisado e a do processo de in-
tegração seletiva (já abordado anteriormente). Futuramente, pod~ 
rá ser usado o conceito de sub-regiões (ver [7]) para permitir a 
utilização conjunta das soluções fundamentais de Kelvin e Min-
dlin, possibilitando, em uma única análise, a solução de proble-
mas de estruturas e solos (inclusive solos estratificados). 
Finalmente, esperamos com nosso estudo, ter dado 
uma contribuição à essa linha de pesquisa onde são desenvolvidas 
formas cada vez mais eficientes e baratas de solucionar proble-
mas de Engenharia. 
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APÊNDICE A 
EXPRESSÕES DA SOLUÇÃO FUNDAMENTAL DE MINDLIN 
56 
A partir das definições apresentadas junto com a fig~ 
ra abaixo, estão mostradas a seguir as expressões da 
fundamental de Mindlin de acordo com [1] 
solução 
* 
u 11 = 
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FIG. 6 - CARGAS UNITÁRIAS APLICADAS NO INTERIOR DO SEMI-ESPAÇO 
1 
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F - L + (3 - 4v)(F - L) + 
r3 R3 
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EXPRESSÕES DAS DERIVADAS DA SOLUÇAO FUNDAMENTAL 
DE MINDLIN 
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A partir das definições apresentadas junto com a fig~ 
ra do Apêndice A, adicionadas às apresentadas abaixo, estão mostra 
das a seguir as expressões das derivadas da solução fundamen-
tal de Mindlin de acordo [5]. Note-se que já foi corrigido o e~ 
* ro encontrado na expressão u12 ,i (para nosso sistema de coorde-
nadas). 
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1 
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Expressões preliminares 
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R5 
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* * 0 231,i = 0 213,i 
* * 0 232,i = 0 223,i 
+ c2(i,3) + C)i,3,1) + c4(i,3,1,2,1)] 
* 0 311, i 
* 0 312, i 
* 0 313,i 
* 
= º231,i 
+ c7 (i,3) -
79 
* * 
ª321,i = ª312,i 
3A1R.D. l l + 
R5 
* * 
ª331,i = ª313,i 
* * 
ª332,i = ª323,í 
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APÊNDICE C 
DADOS DE ENTRADA PARA O PROGRAMA BOUNDARY 
RELATIVOS AO EXEMPLO DO ITEM 4. DO CAPÍTULO V 
l2345676901234567b9012345676901234567690123456769012345678901234567690 
25 32 b 





























































02 02 Oó 07 
03 03 02 07 
04 03 07 08 
05 04 O 3 08 
06 04 08 09 
U7 05 04 09 
08 05 09 10 
09 07 ()ó 11 
lO 07 l l 12 
ll 08 07 12 
12 08 12 13 
13 09 :)8 13 
14 09 13 14 
15 10 O'I 14 
lb lO 14 15 
17 12 11 16 
18 12 16 17 
19 13 12 17 
2(; 13 17 lB 
21 14 13 18 
22 l 4 l 6 l 9 
23 15 14 19 
24 15 .l. 9 2ú 
2; 11 ló 21 
26 17 21 22 
27 16 17 22 
2b 18 22 23 
29 19 18 23 
30 19 2 3 24 
31 20 19 24 

































































































































LISTAGEM DE SAIDA DO PROGRAMA BOUNDARY 
RELATIVA AO EXEMPLO DO ITEM 4. DO CAPÍTULO V 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• • * 
* PROGRAMA oOUNOARY * 
* •••••••t a••••••a * • • * f/ RE~OLUCAO DE PROBLEMAS TR1Dl~EN- * 
• il0NA1S EM uM ~EMI-ESPACO INfI~lTO * * F/ ~~TOOU DOS bLEMENTO~ DE LDNTDRND * • * * CDPPE UofoRoJo - 1967 * 
• * 
• JORGE ROBERTO ABkAHAO HIJJAR * 
* • •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
CP 
V, 
*** E~EMPLO POULOS PA6, 5~ •** 
NUlllRú OI: Vt:RTlCl::S DE ELEMENTOS •••••••••••••••• 25 
NUlléRO DE. ELEHEl'HUS DE CONTORNO •••••••••••••••• 32 
NUMERO DE PONTOS INTERNOS •••••••••••••••••••••• b 
MOOULU DE ELASTlClOADE TRAN\IERSAL •••••••••••••• 100000.000 
MODULO DE POl~SON .3000000 
CD 
•••••••••••••••••••••••••••••• ()\ 
COORDENADAS DOS VER TICES DOS ELEMENTOS 
----------- --- -------- --- --------
VERTICE COORO X COORD y CDORD z ------- ----------· -------- ----------
1 • C/000 -1500000 -1000000 
2 .0000 -7.5000 -1000000 
3 ººººº ººººº -10.0000 
4 .vooo 7o500C -10.0000 
5 oºººº 1500000 -10.0000 
6 .0000 -15.ooc,o -5.0000 
7 • 0001) -7.5000 -s.0000 
8 . ººº" .0000 -5.0000 
9 • 0000 7.5000 -s.0000 
10 .001.1;, l!ioOOOC -5.0000 o, 
" 11 .0000 -15.0000 .0000 
12 ·ºººº -7.!>000 ·ºººº 
13 .0000 •ºººº ·ºººº 14 .ooo::i 7o500C •ºººº 
l5 •ºººº 15.0000 ·ºººº 
16 ·ººº') -15oOllOC 500000 
17 .0000 -7.5000 500000 
18 .0000 .oooc !>00000 
19 ººººº 7o500C 500000 
20 0000'.l 1500000 5.0000 
21 ººººº -1500000 1000000 
22 • 0000 -7o5ooc 10.0000 
23 ººººº •ºººº 10.0000 
24 .0000 705000 10.0000 
25 .0000 1500000 10.0000 
lNCIDENClAS DüS EL E11H,TOS 
----------- --- ---------
ELE M NO l NO 2 NO 3 ---- ---- ---- ----
1 2 l ó 
2 2 ó 7 
3 3 2 7 
4 3 7 8 
5 4 3 8 
é 4 8 9 
7 5 4 9 
8 5 9 10 o, o, 
9 7 b 11 
10 7 11 12 
11 8 7 12 
12 8 12 13 
13 9 8 13 
14 9 13 14 
15 10 9 14 
ló 10 14 15 
17 12 ll 16 
18 12 .l.b 17 
19 13 12 17 
20 13 .. 7 18 
21 14 13 18 
22 14 18 19 
23 15 14 19 
24 15 19 20 
25 17 16 21 
26 17 21 22 
27 18 17 22 
28 18 22 23 
29 19 18 23 
30 19 23 24 
o, 
31 20 19 24 \O 
32 20 24 2 !, 
CONOICOES OE CONTORNO 
--------- -- --------
OIRECAO )( OIRECAO 'r DIRECAO z 
------------------ ------------------ ------------------
ELEM TIPO VALOR TIPO VALOR TIPO VALOR ---·- ---- ------------ ---- ---------- ---- ----------1 FORC lUOIJoUOO FORC ·ººº FORC .ooo 2, FORC 1000.000 FORC .ooo FORC •ººº 3 FORC 1000.000 FORC ·ººº FORC .ooo 4 FO!i.C 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo . ~ FORC 1000.000 FORC .ooo FORC ·ººº ~ b FORC 1000.uoo FORC .ooo FORC ·ººº 7 FORC 1000.000 fORC .ooo FORC ·8ºº B FORC 1000.000 FORC .ooo f-OkC • 00 
9 FORC 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo 
1 (/ FORC 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo 
11 f ORC 1003.000 FORC .ooo FORC ·ººº 12 FORC 100 •ººº FORC •ººº FORC .ooo "' 13 FORC 1000.000 FORC •ººº FORC .ooo 14 FORC 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo o 
15 FORE 1000.000 FORE •ººº FORC .ooo 16 FOR 1000.000 FOR .ovo FORC ·º"º 17 FORC 1000.000 FORC .oco FORC •ººº 18 FORC 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo 
19 FORC 1000.000 FORE ·º8º FORC •ººº 20 FORC 1000.000 FOR .o o fOl<C .ooc., 
21 FORC 1000.000 FORC ·ººº FORC .ooo 22 FORC 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo 
23 FORC 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo 
24 fORC 1000.000 FORC .ooo FOl<C .ooo 
25 fORC 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo 
26 FClRC 1000.000 FORC •ººº FORC .ooo 27 fORC 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo 
28 FORC 1000.000 FORC .ooo f Ol<C •ººº 29 FORC 1000.000 FORC •ººº FORC ·ººº 30 FORC 1000.000 FDRC .ooo FORC •ººº 31 FORC 1000.000 FORC .ooo FORC •ººº 32 FORC 1000.000 FORC .ooo FORC .ooo
RE:SIJLTAOOS DO PROBLEMA 
==•~=••••ascaaszaaa:a=c• 
NOS DO CONTORNO DESLOCAIHNTOS 
---------------------------------------
NO COORO X COORO y COORO z DESLOC X DE: SLOC y DESLOC z 
---------- ---------- ---------- ---------- -------- --------
l .0000 -12.5000 -e.3333 .0657 00086 00083 
' ººººº -10.0000 -606667 .0770 .0012 .0073 3 ººººº -500000 -8.3333 00773 .0032 00105 
4 oUOOO -2.5000 -606667 .0850 .0017 ·ººª" ~ eOúOO 205000 -8.3333 .0765 -.0016 oc101 J 
6 ººººº 500000 -606667 aOB36 -.0034 oooe2 "' 
7 ·ºººº 10.0000 -1:,.3333 00714 -00067 .0093 
B •ºººº 1205000 -6o6óó7 .0706 -.0094 00064 
9 ººººº -1205000 -3. 3333 .0758 00103 00031 
10 ·ºººº -10.0000 -1.6667 00844 • OOól .0011 
11 .0000 -500000 -3.3333 .0904 • OO'.l7 •0041 
12 oOúOO -2.5000 -1.6667 00936 .0019 00021 
13 ·ºººº 2.5000 -3.3333 00920 -.0019 o 0042 
14 .ocoo 5a0000 -1.6667 .0920 -.0038 .0020 
15 •ºººº 1000000 -3.3333 .0831 -.0079 aC035 ' 16 .0000 12.5000 -1.6667 00769 -.0105 .0015 
17 ººººº -12.5000 la6667 00769 .0105 -00015 
18 .0000 -1000000 3.3333 .0831 .0079 -00035 
19 .0000 -500000 lo6667 00920 o 0038 -00020 
20 ººººº -2.5000 30,1333 00920 .0019 -.OO'i2 
21 .0000 2.5000 leó667 .0936 -.0019 -.0021 
22 .oc,oo 5.oooo 3.3333 .0904 -.0037 -.0041 
23 .0000 10.0000 le66f;7 .0844 -.0081 -.0011 
24 .oc,oo 12.5000 3.3333 .0758 -.0103 -.0031 
25 .0000 -12.5000 6.6667 .0706 .0094 -.0064 
26 .ocoo -10.0000 b.3333 .0714 .0067 -.0093 
27 ·ºººº -5.0000 6.6667 .083é .0034 -.0082 
28 ·ºººº -2.!;)000 6.3333 .0765 .0016 -.0107 
29 ·ºººº 2.5000 tle6667 .0850 -.0011 -.0084 '-O 
30 .0000 5.0000 6.3333 .0773 -.0032 -.0105 
N 
31 •ºººº 10.0000 6.6667 .0770 -.0012 -.0073 
32 •ºººº 12.5000 B.3333 .0657 -.0086 -.0083 
NOS DO CONTORNO fORCAS OE SUl'ERFIClE -------------------·-----------------------------
NO COORO X COORD y COORD z f-ORCA X FORCA y FORCA z -- ----------
... _________ 
---------- ---------- --------- ----------
l .0000 -12.sooo -e.33;i3 1000.0000 .0000 ·ºººº 2 ·ºººº -10.0000 -é.b6t7 1000.0000 .0000 .0000 
3 ·ºººº -5.0000 -8.3333 1000.0000 •ºººº •ºººº 
4 .ocoo -2.sooo •6obbb7 1000.0000 ·ºººº .0000 
5 •ºººº 2.5000 -8.3333 1000.0000 ·ºººº .cooo 
b .0000 5.0000 -t.66b7 lC00.(1000 ·ºººº ·ºººº 
7 .coco 10.0000 -1,. 3333 1000.0000 ·ºººº .0000 "' 
li ·ºººº 1205000 -t.6667 1000.0000 ·ºººº ·ºººº "" 
9 .0000 -12.sooo -3.3333 1000.0000 ·ºººº .0000 
10 •ºººº -10.0000 -1.6667 1000.0000 .0000 •ºººº 
ll ·ºººº -s.0000 -3.3333 1000.0000 •ºººº ·ºººº 
12 .0000 -2.5000 -l.bbb7 1000.0000 ·ºººº .coco 
13 .0000 2.5000 -3.3333 1000.0000 • ºººº ·ºººº 
l't .0000 5.0000 -1.6667 1000.0000 ·ºººº .0000 
15 ·ºººº 10.0000 -3.3333 1000.0000 .0000 •ºººº 
16 ·ºººº 12.5000 -l.66ó7 1000.0000 ·ºººº ·ºººº 
17 .oc.oo -12.5000 lo6667 1000.0000 .0000 ·ºººº 
16 •ºººº -10.0000 303333 1000.0000 .0000 •ºººº 
19 ·ºººº -~·ºººº lo6667 1000.0000 ·ºººº .0000 
20 •ºººº -2.5000 3.3333 1000.0000 ·ºººº ·ºººº 
21 .0000 205000 l.6667 1000.0000 .0000 .ocoo 
22 .0000 5.oooc 3.3333 1000.0000 ·ºººº .0000 
23 .ooou 10.0000 l.6667 1000.0000 • 0000 ·ºººº 
24 ·ºººº 12.5000 3.3333 1000.0000 •ºººº ·ºººº 
25 ·ºººº -12 •. 5000 6.6667 1000.c;ooo ·ºººº .0000 
26 .0000 -10.0000 6.3333 1000.0000 • 0000 •ºººº 
27 ·ºººº -5.0000 6eó667 1000.0000 •ºººº ·ºººº 
2B ·ºººº -2.!>000 be3333 1000.0000 ·ºººº .0000 29 •ºººº 2.5000 óeéb67 1000.0000 .oooc .cooo '-D -P-
30 .0000 s.0000 t.3333 1000.0000 •ºººº •ºººº 
31 .ecoo 10.0000 6.6667 1000.0000 .0000 .0000 
32 •ºººº 12.5000 8.3333 1000.0000 ·ºººº ·ºººº 
PONTO!, INTERt.05 - DESLOCAMENTOS -----·-------------··------------------
PTO COURO )( COORD y COORD z OESLOC X DE SL DC y OESLOC z --- ---------- ---------- ---------- ---------- ---------- ----------
l ó.ocoo -15.0000 1c.oooo .0440 -.0012 .0015 
2 12.0000 -15.0000 lCi.0000 .0399 -.003!1 • oo:n 
3 15.0000 -15.0000 10.0000 .0377 -.0038 .0032 
\[) 
4 10.0000 -15.0000 10.0000 .035ó -.0038 .0031 \Jl 
5 24.0000 -15.0000 10.0000 00317 -.0034 .002ó 
b 3000000 -15.0000 10.0000 .0263 -.0029 .0022 
PONTOS INTERNOS TEN!)OES 
--------------------------------
PTO SI Gl1 A Xli SIGl1A XY SIGMA X Z SIGMA yy SIGMA YZ SIGMA zz 
--------- ---------- ---------- ---------- --------- ---------
1 -24bo6919 l't9ol0ó6 -l't!;o2B4b -130o303b bbob055 -12707690 
2 -230o6Bol 12<to9204 -11405116 -B3o2BC9 5lo 5053 -óboC.129 
3 -21Bo2v22 11100218 -9603367 -b5o0159 42.1496 -46o7't6l \O 
°' 4 -20307493 9703906 -8304524 -5001546 33.8991 -3200669 
5 -173.37b8 73.2091 -59.2216 -2900459 21.5153 -l4ol9't2 
ó -145o0ó32 5403513 -42o0b!i5 -ló.3312 13.6842 -5.3918 
